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Rate costanti e tassi variabili
Figura 1: Credito emiliano autunno 2006
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Si fa il ragionamento
A = α an|i =⇒
n = −
ln
(
1− i A
α
)
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i = 4, 14% comporta che i12 = 12
√
1, 0414 − 1 = 0, 00338622 poi da
A = 120 000, n = 240 si trova
α = 120 000× 0, 00609329670 = 731, 195
osserviamo che nel volantino la rata e` 728, 50 che corrisponde ad un
tasso effettivo del 4, 09586%
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Ammettiamo che dopo 6 mesi il tasso passi a h = 0, 0439
calcoliamo δ6
δ6 = αa240−6|i12 = 731, 195× 161, 4265256 = 118 034, 2684
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Ammettiamo che dopo 6 mesi il tasso passi a h = 0, 0439
calcoliamo δ6
δ6 = αa240−6|i12 = 731, 195× 161, 4265256 = 118 034, 2684
Applichiamo la formula:
n = −
ln
(
1− h12 δ6
α
)
ln (1 + h12)
in cui h12 =
12
√
1 + h− 1 = 0, 0035867252
n = − −0, 8651048382960612
0.0035803082405058634
= 241, 62859178120095
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quindi i pagamenti complessivi sono 6+242 Se, viceversa, si desidera
aumentare la rata senza cambiare il numero di rate a rimborso si trova
β = δ6α240−6|h12 = 161, 4265256× 0, 0063220558 = 746, 219
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Rifinanziamenti Al tempo t = 0 viene prestata la somma A, per
la quale e` previsto un rimborso, al tasso i, con n rate di importo
α = Aαn|i Il contratto di ammortamento prevede di spese di importo
p > 0 in caso di anticipata estinzione.
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Al debitore converra` pagare la penale, se puo` ottenere un nuovo finan-
ziamento, detto rifinanziamento, ad un tasso minore, in modo che le
rate a rimborso della somma rifinanziata, pari al debito residuo piu` le
spese, calcolate in modo che il numero complessivo di rate non cambi,
siano inferiori alle rate iniziali.
In questo modo si individua un tasso, detto tasso di indifferenza,
x < i tale per cui le rate rifinanziate sono identiche alle rate originali.
Questo tasso funge da break even, nel senso che per il debitore sono
convenienti tutte le proposte di rifinanziamento con tassi < x e non
sono convenienti quelle a tassi > x.
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Esercizio Un prestito di ¤20 000 e` rimborsato in sette anni con rate
semestrali costanti al tasso i2 = 0, 025.
Dopo tre anni il debitore viene a conoscenza del fatto che un secondo
istituto di credito concede finanziamenti a rate semestrali posticipate
al tasso k2 = 0, 022.
La spese impostea dal primo istituto di credito in caso di estinzione
anticipata sono 1/100 del debito residuo. Motivare cosa conviene fa-
re al debitore calcolando la rata pagata nei primi tre anni e la rata
(eventuale) relativa ai secondi quattro anni.
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Cominciamo calcolando la rata α′ del finanziamento a tasso i2. Si ha:
α′ = 20 000α14|i2 = 20 000 0, 0855365 = 1 710, 73.
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Cominciamo calcolando la rata α′ del finanziamento a tasso i2. Si ha:
α′ = 20 000α14|i2 = 20 000 0, 0855365 = 1 710, 73.
Il debito residuo dopo tre anni (sei semestri) e`:
δ6 = 20 000α14|i2 a14−6|i2
= 20 000× 0, 0855365× 7, 17014 = ¤12 266, 10
Se si vuole ottenere la riduzione del tasso da i2 a k2 si devono pagare
otto nuove rate a partire dal debito residuo δ6 aumentato di
1
100 ; si ha:
δ′6 =
101
100
δ6 = ¤12 388, 76
allora
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α′′ = δ′6α8|k2 = 12 388, 76× 0, 137689 = ¤1 705, 80
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α′′ = δ′6α8|k2 = 12 388, 76× 0, 137689 = ¤1 705, 80
Osservato che α′′ < α′, se ne conclude che ha senso pagare la penale,
perche` le nuove rate restano comunque inferiori a quelle che si paghe-
rebbero proseguendo nei pagamenti concordati con il primo istituto
di credito.
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Se m < n e` l’epoca del rifinanziamento, la condizione di indifferenza
e` espressa dalla formula:
(δm + p)αn−m|x = α. (1)
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Se m < n e` l’epoca del rifinanziamento, la condizione di indifferenza
e` espressa dalla formula:
(δm + p)αn−m|x = α. (1)
Usando la variabile ausiliaria v = (1 + x)−1 (1) assume la forma:
f(v) := αvn−m+1 − (p+ δm + α) v + p+ δm = 0 (11)
L’equazione (11) non e` elementarmente trattabile per via algebri-
ca: si deve utilizzare il metodo di Newton per risolverla in modo
approssimato.
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La funzione da iterare e`:
(12)
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La funzione da iterare e`:
F (v) = v − f(v)
f ′(v)
(12)
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La funzione da iterare e`:
F (v) = v − f(v)
f ′(v)
=
α (m− n) vn−m+1 + p+ δm
α (m− n− 1) vn−m + p+ α+ δm
(12)
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Esempio
Un prestito di ¤50 000 va ammortizzato in 24 rate al tasso i = 0, 06.
Si dimostri che il tasso di indifferenza relativo all’estinzione in m = 4
con penale di ¤804,40 e` x = 0, 0578608.
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questo caso diventa:
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Esempio
Un prestito di ¤50 000 va ammortizzato in 24 rate al tasso i = 0, 06.
Si dimostri che il tasso di indifferenza relativo all’estinzione in m = 4
con penale di ¤804,40 e` x = 0, 0578608.
A = 50 000, m = 4, i = 0, 06, α = 3 983, 95 e δ4 = 45 695, 60 che in
questo caso diventa:
F (v) =
46 500− 79 679 v21
50 483, 95− 83 662, 95 v20
per scegliere il valore iniziale poiche´ i = 0, 06 porta v = 0, 943396,
partiamo da un valore inferiore di i, ad esempio v0 = 0, 952778.
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Quindi:

v1 = F (v0) = 0, 944355,
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Quindi:

v1 = F (v0) = 0, 944355,
v2 = F (v1) = 0, 945294,
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
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dopo di che l’iterazione si stabilizza.
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Quindi:

v1 = F (v0) = 0, 944355,
v2 = F (v1) = 0, 945294,
v3 = F (v2) = 0, 945304,
dopo di che l’iterazione si stabilizza. In conclusione:
x =
1
v3
− 1 = 0, 0578608.
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Preammortamento
Puo` accadere che, dopo l’erogazione del prestito di importo A, prima
di iniziare l’ammortamento del debito, si rimborsi per un certo periodo
la sola quota interessi calcolata sul debito. L’ammortamento vero e
proprio inizia alla fine del periodo di preammortamento. In pratica
se ci sono p rate di preammortamento le rate a rimborso sono:
α1 = α2 = · · · = αp = i A
αp+1 = αp+2 = · · · = αp+n = Aαn|i
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Indici temporali Supponiamo di voler valutare al tempo t0 = 0 le
caratteristiche future di un flusso di importi C1, · · · , Cn alle epoche
1, · · · , n.
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Indici temporali Supponiamo di voler valutare al tempo t0 = 0 le
caratteristiche future di un flusso di importi C1, · · · , Cn alle epoche
1, · · · , n.
La scadenza media aritmetica Average term to maturity
C1, · · · , Cn
e` l’indice, non dipendente dal tasso di valutazione i dato da:
t =
n∑
s=1
sCs
n∑
s=1
Cs
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Scadenza media finanziaria La scadenza media finanziaria e` quel
tempo t∗ tale per cui il valore attuale della rendita R = (ts, Cs) sia
uguale al valore attuale dell’unica posta
n∑
s=1
Cs al tempo t
∗.
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La scindibilita` del regime esponenziale, consente di riferire il concetto
di scadenza media anche al montante, ottendo lo stesso indice t∗.
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Calcoliamo la scadenza media aritmetica per le rate di un ammorta-
mento uniforme Cs = α = Aαn|i
t =
n∑
s=1
sCs
n∑
s=1
Cs
=
n+ 1
2
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Calcoliamo la scadenza media finanziaria per le rate di un ammorta-
mento uniforme Cs = α = Aαn|i nel caso di valutazione allo stesso
tasso i cui e` erogato il prestito
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Calcoliamo la scadenza media finanziaria per le rate di un ammorta-
mento uniforme Cs = α = Aαn|i nel caso di valutazione allo stesso
tasso i cui e` erogato il prestito
t∗ =
ln
(
n∑
s=1
Cs
)
− ln
(
n∑
s=1
Cs (1 + i)
−s
)
ln (1 + i)
t∗ =
ln (nα)− ln
(
α
n∑
s=1
(1 + i)−s
)
ln (1 + i)
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t∗ =
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t∗ =
ln (nα)− ln (αan|i)
ln (1 + i)
t∗ =
ln (nα)− ln (A)
ln (1 + i)
t∗ =
ln
(
nαn|i
)
ln (1 + i)
Si dimostra che
lim
i→0+
ln
(
nαn|i
)
ln (1 + i)
=
n+ 1
2
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t
Figura 2: scadenza media finanziaria n = 10
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Se la scadenza media finanziaria e` valutata ad un tasso j diverso dal
tasso di prestito i si ritrova la medesima formula
t∗ =
ln (nα)− ln (αan|j)
ln (1 + j)
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